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But

(i) Comprendre et expliquer 
les méthodes de calcul de la VaR

(ii) Valider ces méthodes

(iii) Proposer des améliorations

dans le cadre des portefeuilles de matières premières



Définition de la
Value-at-Risk



« Nous sommes sûrs à X%
que l’on ne va pas perdre plus de V euros 

dans les prochains N jours »

John Hull



P( ∆P < VaR ) = 1-X
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Méthodes de calcul

• historique

• paramétrique

• Monte-Carlo



VaR historique



Soit P un portefeuille.



Soit P un portefeuille.

Calculer un grand nombre de 
valeurs possibles de P pour demain
avec des données du passé.
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Exemple : on veut calculer la VaR historique,

• X = 99%

• N = 1 jour

• avec 500 jours d’historique de données
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Algorithme : Pour chaque jour i de l’historique,

• Calculer le rendement entre le jour i et
i+1 de chacune des sources de risques du 
portefeuille

• Appliquer ces rendements au portefeuille 
courant Pc, on obtient une nouvelle valeur 
de portefeuille Pi

• Calculer la différence entre la valeur du 
portefeuille Pi et Pc : ∆iP= Pi-Pc
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6,04€ ?



Backtesting



On regarde le passé :



On regarde le passé :

il ne doit pas y avoir plus de 1% de cas
dans lesquels ∆P dépasse la VaR.
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6 > 5



Soyons sérieux : test statistique



Soyons sérieux : test statistique

« Nous pouvons affirmer à 95% que la 
VaR historique est une méthode valide »



2.3 Time horizon

When the daily changes in the value of the portfolio have identical normal distri-
butions with mean zero, the relation between the 1-day VaR and the N-day VaR is
exactly:

N -day VaR= 1-day VaR×
"

N (1)

Experiments to test this formula are conducted in section (3.3.2).

2.4 Backtesting

Once a method for computing VaR is choosen, its accuracy needs to be assessed.
Backtesting is a common method for testing the validity of a VaR method that
consists in looking at the past and counting the number of times the losses of a
portfolio were greater than the VaR. In theory, if the computed VaR has a confidence
level of α = 99%, then there should be around 1% of outliers. In order to make
a serious conclusion out of the number of outliers, we need to do more than just
comparing it to 1%. In the next paragraphs, we will see a statistical test that allows
us to make that serious conclusion.
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Figure 2: Backtesting historical VaR for a portfolio consisting of futures of brent
crude: overlay of the daily changes in the value of the portfolio with the computed
VaR. There are 6 outliers out of 550 points (1.1%).

For each day i in history, we compute VaRi(α), the VaR using the method we want
to backtest ; and ∆i P = Pi+1 − Pi , the actual change in the value in the portfolio.
Next, Xi is defined as:

Xi =
!

1 if ∆i P < VaRi(α)
0 else

7
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For each day i in history, we compute VaRi(α), the VaR using the method we want
to backtest ; and ∆i P = Pi+1 − Pi , the actual change in the value in the portfolio.
Next, Xi is defined as:

Xi =
!

1 if ∆i P < VaRi(α)
0 else

7

Soit Xi :

Xi suit une loi de Bernouilli donc,
∑ Xi une loi binomiale.



On peut alors faire un test d’hypothèses :
H0 : α ≤ 95% contre H1 : α > 95%.



On peut alors faire un test d’hypothèses :
H0 : α ≤ 95% contre H1 : α > 95%.

W =





x − nα$
nα(1−α)

> u2a





Région critique :



Application : pour une VaR historique,

• X = 99%

• N = 1 jour
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Application : pour une VaR historique,

• X = 99%

• N = 1 jour

• avec 250 jours d’historique de données

On peut accepter jusqu’à 5 dépassements.
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Time horizon formula
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N -day VaR= 1-day VaR×
"

N

quand les ∆P suivent suivent une loi 
normale centrée et sont iid.

Est-ce bien vrai ?
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2. Test avec Brent

1 jour

10 jours convertis à 1 jour
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3. Test avec le cuivre

1 jour

10 jours convertis à 1 jour
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Commodity VaR error

Aluminium 13,3%

Cuivre 16,2%

Brent 29,6%

WTI 30,0%

PowerNext 7,5%

4. Test avec la VaR



VaR paramétrique 
d’ordre 1



Soit P un portefeuille avec n sources de 
risque.



Soit P un portefeuille avec n sources de 
risque.

On note δi le deta cash et ri le rendement 
de la ième source de risque.



4 1st order VaR

4.1 Introduction

In this section, we will see the 1st order approximation formula for analytical VaR
and immediately apply it to a simple example. We will then see more complex
examples and compare the results with the historical VaR, as defined in the previous
section. Finally, we will try to enhance the mapping method used by RISQUE as an
answer to the particularities of commodity portfolios.

4.2 The 1st order approximation formula

Let P be the value of a portfolio with n risk sources which are typically spot prices,
volatilities, rates or CDS spreads, for example. Let δi be the delta-cash sensitivity
(A.3) of the porfolio to the ith asset (1 ! i ! n). If ri is the return (as defined in
A.1) on asset i in 1 day, then the dollar change of our investment sensitive to asset
i is δi ri . It follows that a linear approximation of the variation of the value of the
portfolio is

∆P =
n∑

i=1

δi ri (2)

Recall that the VaR for an α confidence level and a N days horizon is defined by
∫ VaR

−∞
δP(x)d x = 1−α

If we assume the ri follow a centered normal distrubution, then δP is normally
distributed and

VaR= σP ·# −1(1−α) ·
#

N/252

where

• # −1 is the inverse standard normal distribution function,

• σP =
#
∆$Σ∆ is the portfolio’s volatility where Σ is the joint distribution

r1, . . . , rn’s variance-covariance matrix and ∆= (δi) ∈&n,1.

In conclusion,

VaR=
#
∆$Σ∆ ·# −1(1−α) ·

#
N/252 (3)

Remarks:

• we did two approximations here: a first order approximation on ∆P and the
assumption that the returns are normally distributed.

• formula (3) is a direct proof of the time horizon formula (1).
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Soit P un portefeuille avec n sources de 
risque.

On note δi le deta cash et ri le rendement 
de la ième source de risque.

Alors, une approximation du 1er ordre de 
∆P est :
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                        la variance du portefeuille où 
∆=(δi) et ∑ la matrice de variance-
covariance des ri.
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• σP =
#
∆$Σ∆ is the portfolio’s volatility where Σ is the joint distribution

r1, . . . , rn’s variance-covariance matrix and ∆= (δi) ∈&n,1.

In conclusion,

VaR=
#
∆$Σ∆ ·# −1(1−α) ·

#
N/252 (3)

Remarks:

• we did two approximations here: a first order approximation on ∆P and the
assumption that the returns are normally distributed.

• formula (3) is a direct proof of the time horizon formula (1).
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Et en supposant que les ri suivent une loi 
normale centrée, alors

                        la variance du portefeuille où 
∆=(δi) et ∑ la matrice de variance-
covariance des ri.

4 1st order VaR

4.1 Introduction

In this section, we will see the 1st order approximation formula for analytical VaR
and immediately apply it to a simple example. We will then see more complex
examples and compare the results with the historical VaR, as defined in the previous
section. Finally, we will try to enhance the mapping method used by RISQUE as an
answer to the particularities of commodity portfolios.

4.2 The 1st order approximation formula

Let P be the value of a portfolio with n risk sources which are typically spot prices,
volatilities, rates or CDS spreads, for example. Let δi be the delta-cash sensitivity
(A.3) of the porfolio to the ith asset (1 ! i ! n). If ri is the return (as defined in
A.1) on asset i in 1 day, then the dollar change of our investment sensitive to asset
i is δi ri . It follows that a linear approximation of the variation of the value of the
portfolio is

∆P =
n∑

i=1

δi ri (2)

Recall that the VaR for an α confidence level and a N days horizon is defined by
∫ VaR

−∞
δP(x)d x = 1−α

If we assume the ri follow a centered normal distrubution, then δP is normally
distributed and

VaR= σP ·# −1(1−α) ·
#

N/252

where

• # −1 is the inverse standard normal distribution function,

• σP =
#
∆$Σ∆ is the portfolio’s volatility where Σ is the joint distribution

r1, . . . , rn’s variance-covariance matrix and ∆= (δi) ∈&n,1.

In conclusion,

VaR=
#
∆$Σ∆ ·# −1(1−α) ·

#
N/252 (3)

Remarks:

• we did two approximations here: a first order approximation on ∆P and the
assumption that the returns are normally distributed.

• formula (3) is a direct proof of the time horizon formula (1).
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Soit un portefeuille composé de 
10 millions de $ d’actions Apple 
et de 7 million de $ d’actions 
Microsoft

Exemple: 



• On suppose que

• On a  = ($10, $7)

• VaR = 

VaR = $477,000

Σ =
!

0.4 −0.2
−0.2 0.1

"

!
102 × 0.42 + 72 × 0.12 + 2× 10× 7× (−0.2)× 0.4× 0.1
×" −1(0.01)×

!
1/365
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RISQUE



Nombre de 
backtests

Nombre de 
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Nombre maximum 
de dépassements

242 4 4

239 3 4

550 9 9

250 0 5

678 16 11
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Nombre de 
backtests

Nombre de 
dépassements

Nombre maximum 
de dépassements

Aluminium

Cuivre

Brent

WTI

PowerNext

242 4 4

239 3 4

550 9 9

250 0 5

678 16 11
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Particularités des 
matières-premières



• Les matières premières n’ont pas de prix spot, mais sont 
échangées avec des futures

• au moins 1 future tous les mois

• parfois 1 future tous les jours !
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sources de risque



• Les matières premières n’ont pas de prix spot, mais sont 
échangées avec des futures

• au moins 1 future tous les mois

• parfois 1 future tous les jours !

• Pour une même matière première, il y a donc plusieurs 
sources de risque

• Difficulté dans le calcul de la matrice de variance-
covariance



Cuivre Aluminium Brent WTI

Cuivre

Aluminium

Brent

WTI



Cuivre 09/08 Cuivre 10/08 Cuivre 11/08 ...

Cuivre 09/08

Cuivre 10/08

Cuivre 11/08

...



• Il est compliqué de calculer la variance de toutes les 
sources de risque :

• les données historiques ne sont pas disponibles

• les données historiques ne sont pas fiables



• Il est compliqué de calculer la variance de toutes les 
sources de risque :

• les données historiques ne sont pas disponibles

• les données historiques ne sont pas fiables

• Solution :

• roulement des futures

• -mapping

• = interpolation de la matrice de variance-covariance



roulement des futures :  on considère la maturité 
relative des futures et non pas la maturité absolue



May 08 June 08

2008-05-28 273,90 272,70

2008-05-29 274,10 273,10

2008-05-30 274,05 273,45

2008-05-31 274,00 273,90

2008-06-01 274,20

2008-06-02 273,60

2008-06-03 273,80

roulement des futures :  on considère la maturité 
relative des futures et non pas la maturité absolue



May 08 June 08

2008-05-28 273,90 272,70

2008-05-29 274,10 273,10

2008-05-30 274,05 273,45

2008-05-31 274,00 273,90

2008-06-01 274,20

2008-06-02 273,60

2008-06-03 273,80

roulement des futures :  on considère la maturité 
relative des futures et non pas la maturité absolue
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∆-mapping ou interpolation : 

• on sélectionne un ensemble de maturités 
auxquelles on va donner plus d’importance, ce 
sont les maturités pilier



∆-mapping ou interpolation : 

• on sélectionne un ensemble de maturités 
auxquelles on va donner plus d’importance, ce 
sont les maturités pilier

• on va estimer les données manquantes en 
interpolant les valeurs des maturités pilier



Σ =



σ11 σ12 σ13
σ21 σ22 σ23
σ31 σ32 σ33




M+1 M+2 M+3



Σ′ =



σ11 σ13

σ31 σ33




M+1 M+2 M+3



interpolation bilinéaire



Σ′ =




σ11
1
2
(σ11 +σ13) σ13

1
2
(σ11 +σ31)

1
4
(σ11 +σ13 +σ31 +σ33)

1
2
(σ33 +σ33)

σ31
1
2
(σ31 +σ33) σ33
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1
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Σ′ =




σ11
1
2
(σ11 +σ13) σ13

1
2
(σ11 +σ31)

1
4
(σ11 +σ13 +σ31 +σ33)

1
2
(σ33 +σ33)

σ31
1
2
(σ31 +σ33) σ33




Autre méthode : c’est la variance qui est interpolée linéairement

i.e. σ22 =
1
2
(σ11 +σ33)
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σx x =
tb − t x
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t x − ta

tb − ta
σbb

Fx = λFa + (1−λ)Fb =⇒ σx x = λ2σaa + (1−λ)2σbb + 2λ(1−λ)σab



Fx = λFa + (1−λ)Fb =⇒ σx x = λ2σaa + (1−λ)2σbb + 2λ(1−λ)σab

σx x =
tb − t x

tb − ta
σaa +

t x − ta

tb − ta
σbb

équation du 2ème ordre en λ

Fx = λFa + (1−λ)Fb =⇒ σx x = λ2σaa + (1−λ)2σbb + 2λ(1−λ)σab



Matrice de variance-covariance du Brent
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Erreur de la VaR due au -mapping sur le cuivre
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Erreur de la VaR due au -mapping sur l’électricité
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Analyse en composantes 
principales : mieux comprendre 

la matrice de variance-covariance



• ∆-mapping : on a imposé les composantes 
principales
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portefeuille
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celles qui expliquent le mieux la variance du 
portefeuille

• Σ =
1
n

X!X

= W DW!où D = diag(λ1, . . . ,λn)



• ∆-mapping : on a imposé les composantes 
principales

• ACP : chercher les composantes principales, 
celles qui expliquent le mieux la variance du 
portefeuille

• Σ =
1
n

X!X

= W DW!où D = diag(λ1, . . . ,λn)



Cuivre

0 10 20 30

0
2

0
4

0
6

0
8

0
1

0
0

k

S
o

m
m

e
 d

e
s
 k

 p
re

m
iè

re
s
 v

a
le

u
rs

 p
ro

p
re

s



Cuivre

! "! #! $!

!
"
%!

!
!
%&

!
%!

!
%&

"
%!

'()*(+,-.,/.,(--"

0
)
1
2(
3
,(
*+
,4
0
%.
)
1
5
,/
*1
*6
/
4
78
-6
9

! "! #! $!

!
"
%!

!
!
%&

!
%!

!
%&

"
%!

'()*(+,-.,/.,(--#

0
)
1
2(
3
,(
*+
,4
0
%.
)
1
5
,/
*1
*6
/
4
78
-6
9

! "! #! $!

!
"
%!

!
!
%&

!
%!

!
%&

"
%!

'()*(+,-.,/.,(--$

0
)
1
2(
3
,(
*+
,4
0
%.
)
1
5
,/
*1
*6
/
4
78
-6
9



Cuivre

! "! #! $!

!
"
%!

!
!
%&

!
%!

!
%&

"
%!

'()*(+,-.,/.,(--"

0
)
1
2(
3
,(
*+
,4
0
%.
)
1
5
,/
*1
*6
/
4
78
-6
9

! "! #! $!

!
"
%!

!
!
%&

!
%!

!
%&

"
%!

'()*(+,-.,/.,(--#

0
)
1
2(
3
,(
*+
,4
0
%.
)
1
5
,/
*1
*6
/
4
78
-6
9

! "! #! $!

!
"
%!

!
!
%&

!
%!

!
%&

"
%!

'()*(+,-.,/.,(--$

0
)
1
2(
3
,(
*+
,4
0
%.
)
1
5
,/
*1
*6
/
4
78
-6
9



Cuivre

5 10 15 20 25 30 35

0
.0

0
.2

0
.4

0
.6

0
.8

1
.0

Nombre de composantes principales retenues

E
rr

e
u

r 
(%

) 
d

e
 l
a

 V
a

R



Brent
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PCA for brent
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PCA for electricity
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PCA for electricity
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• Résultats moins flagrants sur les matières 
premières que sur les taux d’intérêts



• Résultats moins flagrants sur les matières 
premières que sur les taux d’intérêts

• On ne peut pas vraiment combiner l’ACP et le 
-mapping



Conclusion



• VaR historique et d’ordre 1 validées par le 
backtest



• VaR historique et d’ordre 1 validées par le 
backtest

• Queues de distribution épaisses : attention 
pour la VaR d’ordre 1 qui sous estime la VaR 
historique



• VaR historique et d’ordre 1 validées par le 
backtest

• Queues de distribution épaisses : attention 
pour la VaR d’ordre 1 qui sous estime la VaR 
historique

• Parallèle entre le ∆-mapping et l’ACP : 
modéliser la matrice de variance-covariance



Merci.
Questions ?


